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Abstract
Se considera el modelo de Cremmer-Scherck, generalizado, en contraposicio´n
con el modelo de Proca en dimensiones mayores que 3+1. Se muestra que el
modelo de Proca es una versio´n de la de Cremmer y Scherck con el calibre
fijado, adema´s se muestra la equivalencia cano´nica entre estos.
Abstract
The model of Cremmer-Scherck and Proca are considered in dimensions greater
than 3+1. It is obtained that the Proca model correspond to a gauged fixed version
of the Cremmer-Scherck one, and we show their canonical equivalence.
1 Introduccio´n
En 3+1 dimensiones, la accio´n del modelo de Proca es
S =
∫
M
d4x
[
−
1
4
FµνF
µν −
µ2
2
AµA
µ
]
, (1)
donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ es la intensidad de campo electromagne´tico. Esta accio´n
no posee invariancias locales y describe part´ıculas masivas de esp´ın 1.
Otra teor´ıa vectorial que describe esp´ın 1 masivo en 3 + 1 es la de Cremmer y
Scherk, cuyo funcional de accio´n, invariante de calibre, es [1]
S4CS =
∫
M
d4x
[
−
1
4
F µνFµν −
1
12µ2
HµνλHµνλ −
1
4
ǫµνλρBµνFλρ
]
, (2)
donde Hµνλ = ∂µBνλ + ∂λBµν + ∂νBνλ es la intensidad del campo de Kalb-Ramond.
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Se puede probar que ambas teor´ıas son equivalentes en regiones del espacio-tiempo
con topolog´ıa trivial [2, 3]. En este trabajo veremos que si se generalizaran ambas
teor´ıas a d+ 1 dimensiones, usando el dual del potencial de Kalb-Ramond, la equiv-
alencia persiste.
2 Teor´ıas Duales
La accio´n (1), puede ser escrita a primer orden si introducimos una 2-forma auxiliar
B = 1
2
Bµνdx
µdxν [4].
SP [A,B] =
∫
M
[
1
4
ǫµνλρFµνBλρ −
1
4
BµνB
µν −
µ2
2
AµA
µ
]
,
=
1
2
(
−(F,⋆B) +
1
4
(B,B) + µ2(A,A)
)
, (3)
donde
(ω, η) ≡
∫
M
ω ∧⋆ η, (4)
y usamos la notacion de la referencia [6] para el lenguaje de formas diferenciales. Las
ecuaciones de movimiento que se obtienen de SP son
d†⋆B − µ2A = 0,
⋆dA− B = 0, (5)
eliminando B de (5) tenemos
d†F − µ2 = 0, (6)
las cuales son las ecuaciones de la teor´ıa de Proca.
La accio´n (3) la generalizamos a d + 1 dimensiones considerando a B como una
d − 1 forma [3] e introduciendo la 2-forma T ≡ ⋆B, en lugar de B, como variable
de campo. De este modo obtenemos la accio´n
S⋆P [A, T ] = −(F, T )−
1
2
(T, T ) +
µ2
2
(A,A), (7)
cuyas ecuaciones de movimiento son
− d†T + µ2A = 0,
dA+ T = 0. (8)
La teor´ıa descrita por la accio´n (7), la llamaremos formulacio´n dual de Proca.
Por otro lado, la accio´n de Cremmer y Scherck
SCS[A,B] = (F,
⋆B) +
1
2µ2
(H,H) +
1
2
(F, F ), (9)
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puede ser generalizada a d + 1 dimensiones de la misma manera que Proca [3]. As´ı,
la formulacio´n dual de la teor´ıa de Cremmer y Scherck estara´ descrita por la accio´n
S⋆CS[A, T ] = (F, T )−
1
2µ2
(h, h) +
1
2
(F, F ), (10)
donde T =⋆ B y h = d†T = ∂νTµνdx
µ. Los te´rminos cine´ticos de Maxwell y Kalb-
Ramond, estando solos, describen excitaciones sin masa. Ahora estando juntos con
el te´rmino de interaccio´n entre A y T , que es de naturaleza topolo´gica, describen una
excitacio´n masiva. Es por esto que nos referiremos al modelo de Cremmer y Scherck
como Topolo´gico Masivo (TM).
Las ecuaciones de movimiento asociadas a la accio´n (10) son:
d†(T + F ) = 0,
d
(
d†T − µ2A
)
= 0. (11)
De las ecuaciones (5) y (11) se observa que las soluciones de Proca son soluciones
de la TM. Por otra parte, las ecuaciones de la TM son siempre satisfechas si A es
cerrada y T es cocerrada. Sin embargo, en el caso de Proca, las ecuaciones (5) dicen
que T = 0 si A es cerrada y A = 0 si T es cocerrada.
En consecuencia, existe un sector en el espacio de soluciones cla´sicas libres de la
TM que no esta´ presente en el de Proca, formado por todas las formas no nulas A y T ,
cerradas (no exactas) y cocerradas (no coexactas) respectivamente. Este sector es de
naturaleza topolo´gica, puesto que depende de la estructura topolo´gica de la variedad
base. Este sector pertenece al espacio de soluciones cla´sicas del modelo B.F., cuya
accio´n (dual) es,
SB.F. =
1
2
(F, T ) = −
∫
ddx
1
2
T µνFµν . (12)
Las ecuaciones de la TM son localmente equivalentes a
A−
1
µ2
d†T = dλ, (13)
dA+ T = d†Λ. (14)
Esto tambie´n ocurre en regiones donde el primero y el (d − 1)−e´simo grupo de co-
homolog´ıa son triviales. En virtud de la invariancia de calibre de la TM, podemos
escoger un calibre que absorba a λ y Λ, de modo que λ = 0 y Λ = 0, obtenie´ndose
as´ı las ecuaciones de Proca, luego de esta fijacio´n. Vemos, entonces que el modelo de
Proca surge luego de una fijacio´n de calibre en la TM.
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3 Equivalencia Cano´nica
Como se vio´ en la seccio´n anterior, la accio´n de Proca se puede escribir en d + 1
dimensiones en te´rminos de la 2-forma T =⋆B de la siguiente manera
S⋆P = −(F, T )−
1
2
(T, T ) +
µ2
2
(A,A), (15)
S⋆P =
1
2
∫
dDx
[
T µνFµν +
1
2
T µνTµν − µ
2AµA
µ
]
. (16)
Para construir el hamiltoniano hacemos la descomposicio´n d+1 de la accio´n (16), i.e,
S⋆P =
∫
dDx
[
T˙0iAi + T0i∂iA0 +
1
2
TijFij −
1
2
T0iT0i +
1
4
TijTij
+
µ2
2
A0A0 −
µ2
2
AiAi
]
, (17)
donde hemos integrado por partes en el tiempo1 para tomar como termino cine´tico a
T˙0iAi en lugar de T0iA˙i. De la ecuacio´n (17) vemos que las variables A0 y Tij pueden
ser consideradas variables no dina´micas, puesto sus velocidades no aparecen en la
accio´n.
Definimos los momentos cano´nicos conjugados a los campos
Πi =
∂L
∂A˙i
= 0, (18)
pi =
∂L
∂T˙0i
= Ai, (19)
de donde se observa claremente que no se pueden despejar las velocidades, y en
consecuencia tenemos el conjunto Ψa = (ψi, ϕj) de 2d v´ınculos primarios
ψi = Πi, (20)
ϕi = pi −Ai. (21)
Estos v´ınculos definen la superficie Γ1 de los v´ınculos primarios. El hamiltoniano
sobre Γ1 es
HP =
∫
dd~x
[
µ2
2
AiAi +
1
2
T0iT0i + A0
(
∂iT0i −
µ2
2
A0
)
−
1
2
Tij
(
Fij +
1
2
Tij
)]
. (22)
1Supondremos en todo el trabajo que los campos se anulan en la frontera de la regio´n de inte-
gracio´n, por lo tanto, los te´rminos de borde no contribuyen.
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Pidiendo ahora que las variaciones de HP respecto de las variables no dina´micas
se anulen
δHP
δTij
= −
1
2
(Fij + Tij) = 0, (23)
δHP
δA0
= ∂iT0i − µ
2A0 = 0, (24)
se obtienen expresiones de las cuales se pueden despejar A0 y Tij en funcio´n de las
variables cano´nicas
Tij = −Fij , (25)
A0 =
1
µ2
∂iT0i. (26)
Sutituyendo (25) y (26) en HP , obtenemos
HP =
∫
dd~x
[
µ2
2
AiAi +
1
4
FijFij +
1
2µ2
(∂iT0i)
2 +
1
2
T0iT0i
]
. (27)
La preservacio´n en el tiempo de los v´ınculos nos conduce a ecuaciones que permiten
despejar completamente los multiplicadores, de modo que el conjunto de v´ınculos ψa
es de segunda clase. Los corchetes de Dirac entre los campos Ai y T0i resultan ser
{Ai(~x), T0j(~y)}
∗ = −δijδ
d(~x− ~y), (28)
La accio´n de Cremmer y Scherk en su formulacio´n dual, se escribe en el lenguaje
de formas de la siguiente manera
S⋆CS = (F, T ) +
1
2
(F, F )−
1
2µ2
(h, h) (29)
=
∫
dDx
[
−
1
4
FµνF
µν −
1
2
TµνF
µν +
1
2µ2
hµh
µ
]
. (30)
Para hacer el ana´lisis cano´nico procedemos a realizar la descomposicio´n d+ 1 de
la accio´n (30), i.e.,
SCS =
∫
dDx
[
1
2
F0iF0i −
1
4
FijFij −
1
2µ2
h0h0 +
1
2µ2
hihi
+T0iF0i −
1
2
TijFij
]
, (31)
de aqu´ı se observa que A0 y Tij se pueden considerar no dina´micas, por la ausencia
de sus velocidades en la accio´n. Partimos de la definicio´n de los momentos cano´nicos
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conjugados a los campos
Πi =
∂L
∂A˙i
= F0i + T0i = A˙i − ∂iA0 + T0i, (32)
pi =
∂L
∂T˙0i
=
1
µ2
Hi =
1
µ2
(
T˙0i + ∂jTij
)
. (33)
de donde se pueden despejar completamente las velocidades
A˙i = Πi + ∂iA0 − T0i, (34)
T˙0i = µ
2pi − ∂jTij . (35)
Ahora procedemos a construir el Hamiltoniano,
H =
∫
ddx
[
1
2
ΠiΠi +
µ2
2
pipi − ΠiT0i +
1
2
T0iT0i +
1
4
FijFij
+
1
2µ2
H0H0 +
1
2
Tij
(
Fij − F˜ij
)
+ A0 (−∂iΠi)
]
, (36)
donde F˜ij = ∂ipj − ∂jpi.
Exigiendo que las variaciones de H respecto de los campos no dina´micos se anulen
obtenemos el conjunto de v´ınculos Θa = (θ, θij), donde
θ = −∂iΠi = 0 (37)
θij =
1
2
(
Fij − F˜ij
)
. (38)
Se puede ver que el conjunto Θa es de primera clase y las transformaciones de
calibre generadas por estos son
δAi(x) = ∂iξ (39)
δT0i(x) = ∂jξji (40)
El Hamiltoniano que genera la dina´mica sera´
H˜TM =
∫
ddx
[
1
2
ΠiΠi +
µ2
2
pipi −ΠiT0i +
1
2
T0iT0i +
1
4
FijFij +
1
2µ2
h0h0 + λ
aΘa
]
,
(41)
donde λa = (A0, Tij) son los multiplicadores indeterminados de Lagrange asociados a
los v´ınculos θ y θij .
Vamos ahora a probar la equivalencia antes mencionada desde el punto de vista
hamiltoniano.
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El hamiltoniano de la teor´ıa de Proca no invariante de calibre en d+1 dimensiones,
una vez eliminadas las variables no dina´micas, obtenido anteriormente, es
HP =
∫
d3~x
[
1
4
FijFij +
1
2µ2
(∂iT0i)
2 +
1
2
T0iT0i +
µ2
2
AiAi
]
, (42)
sujeto a los v´ınculos de segunda clase Ψa = (ψi, ϕj)
ψi = Πi, (43)
ϕi = pi − Ai. (44)
Los corchetes de Poisson no nulos entre los v´ınculos son
{ψi(x), ϕj(y)} = δijδ
d(x− y). (45)
Podemos interpretar a la mitad de estos v´ınculos como de primera clase y la otra
mitad como fijaciones de calibre. En lugar del conjunto Ψa tomaremos el conjunto
γa = (Θa, χa), siendo χa = (ψ
T
i,−∂iϕi), respectivamente, la parte transversa de
ψi y la parte longitudinal de ϕi. Este nuevo conjunto de v´ınculos es completamente
equivalente al primero en regiones del espacio con topolog´ıa trivial. Tenemos entonces
que el conjunto de v´ınculos de la teor´ıa de Proca se puede separar en los de la
de Cremmer y Scherck ma´s otra parte que se pueden interpretar como fijaciones.
Entonces buscamos un Hamiltoniano invariante de calibre de la forma [3, 5]
H˜P = HP +
∫
d3~x
[
αa(~x)Θa(~x) + βa(~x)Φa(~x) +
∫
d3~yβab(~x, ~y)Φa(~x)Φb(~y)
]
(46)
que difiere del de Proca por combinaciones de los v´ınculos. Para hallar los coeficientes
α′s y β ′s exijimos que los corchetes de este hamiltoniano con los v´ınculos de primera
clase sean debilmente cero. Esto nos va a conducir a una familia de Hamiltonianos
invariantes de calibre, puesto que los α’s no quedara´n determinados por la condicio´n
antes mencionada. Sim embargo, podemos probar que el Hamiltoniano de SCS es uno
de esta familia, simplemente observando que
Hd+1TM −H
d+1
P =
1
2
ΠiΠi +
µ2
2
pipi + T0iΠi +
µ2
2
AiAi, (47)
=
1
2
ψiψi + T0iψi +
µ2
2
ϕiϕi + µ
2Aiϕi. (48)
Con esto, queda probada la equivalencia cano´nica, que como dijimos esta´ sujeto a
la cohomolog´ıa de la variedad base. En otro direccio´n puede verse que la funcio´n
de partcio´n de ambos modelos difieren en un factor que correspon a la fincio´n de
particio´n de la accio´n SBF . La presencia de este factor se hara´ sentir en el momento
de calcular valores esperados de objetos sensibles a la topolog´ıa del espacio tiempo.
En este sentido la descripcio´n a trave´s de SP o SCS podra´n ser distintas.
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